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Tarefa 1 — Esfera e planos tangentes

Represente, no mesmo referencial, a esfera de centro (3,-1,4), de raio 2 e os seus planos tangentes,
paralelos a yOz.

Proposta de resolucao:

Bl HatDegFicd [(dlc)Real B (HatiDegFic) [d7c]Real Bl HaiiegFixd [dlc)Rea)
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 aX+b¥Y+cZ+d=0 aX+b¥+cZ+d=0

a b c a b c

C 0 0 -5] . 0 0

a b c

CHE -1 4

3.00 1.00 1.00
FACTOR] (EXPAND
B [HathledFixd [(dic)Real B [MathPedFixd [(dic)Real
Janela-V Janela-V
Xmin ‘-1 Ymin :-4
max :6 max ‘2
grid :25 grid :25
Ymin :-4 Zmin 1
max :2 max -7
grid :25 Anglef:70
INITIAL 3D-YME INITIAL 3D-YME
El [FethDedFixd (dic)Real
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Tarefa 2 — Retas

Considere a imagem do Menu Plot Imagem Glass_~1.g3p

B Press [OPTN]

1. Utilizando as potencialidades da sua calculadora e a imagem da sua calculadora, trace e
escreva as equacgdes das duas primeiras retas que visualiza no primeiro quadrante.

2. Um ponto P desloca-se sobre a reta de menor declive e um ponto Q desloca-se sobre a outra
reta acompanhando o movimento do ponto P, de forma que P e Q tenham sempre abcissas
iguais. Designando por a a abcissa do ponto P, determine os valores de a em que a distancia
entre P e Q seja 2.

Proposta de resolucao:
1. No menu Plot Imagem abra o ficheiro Glass_~1.g3p. Em OPTN, F1(FILE), F1(OPEN), na pasta
CASIO, selecione a pasta g3p, procure o ficheiro Glass_~1.g3p (para ser mais rapido faca ALPHA,
G-primeira letra do ficheiro) F1(OPEN).

Para marcar os pontos faca OPTN, F2(Plot) (com as setas do teclado posicione o cursor) sempre
gue EXE marca um ponto. Faca EXIT para parar de marcar. Em F3(List) pode ver as coordenadas dos
pontos marcados.

Para calcular a regressdo linear, em OPTN, procure o submenu REG, escolha F1(x), seguido de
F1(ax+b), visualiza a expressdo analitica da equacdo da reta, guarde em Y1, escolha F5(COPY), EXE.

B [EXE]:Plot [EXITI:End R || B
\p 7 LinearReg (ax+b)
_ ‘ a =0.38888888
’ b =0.01864698
b4 r =1
rz=1
MSe=
y=ax+b
[COPY)(DRAW]

Para encontrar a equagdo da outra reta, naimagem sé podem estar marcados os pontos que vai utilizar
para fazer a regressdo, assim, apague os pontos desnecessarios e proceda de modo analogo, guarde a
expressao em Y2. Cuidado, quando estiver a copiar a equagao da reta, caso contrario pode colar por
cima da primeira, pois automaticamente vai para Y1. Com as setas do teclado reposicione em Y2.

casio
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A

B
LinearReg (ax+b)

a =1.28571428

b =-0.03036886

r =1

rz=1

MSe=
y=ax+b
[COPY[BRAW]

2. Pararesponder a esta questdo, vamos utilizar o MENU Gréfico e tracar uma reta vertical, de
a interpretacdo do enunciado. Trace as duas retas, seguido de

modo a facilitar

(F4) (Sketch).

B HadiRadbormd  [h)

¥

[B Select run position

Vertical

Pretende-se resolver a condicdo |(0,39x+0,01)—(1,29x—0,03)|=2 . Em Y3 insira a expressdo |Y1-Y2|

e em Y4 insira a expressao 2

B HacRadMornd

\

5]
v

/

B [EXE]:Show coordinates

B [EXE]:Show coordinates

Y3=2

Ya=Abs ((\ 39x+0.

v
31}—[1]?é;—n.n3n

VI=2
Yﬂ=ﬁbs[&ﬁesx+n.

¥
31}{1.2é;—0.03n

)

R -
INTSECT

E=-2.177777778

=2

H=2.266666667

)

=2

T -
INTSECT

APM
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Tarefa 3 — Fun¢ao Modulo

Considere a fungdo j, de dominio IR, definida por j(x) =—|x+ 1| + 3.
1. Resolva graficamente a inequagao ji(x) > 2.

2. Represente o dominio plano definido pela condigdoy>—|x+1|+3 A y<2 A x=>1.
Adaptado da Série de Problemas n2 5 de margo de 2010 — GAVE

Proposta de resolucao:

1. Para resolver graficamente a inequacdo j(x) > 2, pode representar-se as fun¢des definidas por y

=j(x) ey = 2.
E] B
Fune Graf. Y= ¥
Yig-lx+1]+3 [—1
Y282 [—]1
Y4: [—1 1 3 4 5 Ex
=
: [—]1
SELECT) (N3 EETZ=P W [MODIF Y| [DRAW]

As coordenadas dos pontos de intersecdao podem ser confirmadas, carregando em (SHIFT @ (G-
SOLVE) [F5) (INTSECT) ® . Assim, j(x) > 2 < x € ]-2; 0[.

E [EXEl:Mostrar Coordenadas [EXE]:Mostrar Coordenadas
Y1=-(Abs (x+1))43 ¥ Yl——(Abs (x+y/1-3 v
¥2=2 ¥2=2
-
T3 = -1g| 1 2 4 & & 4—3—2—10 2 4 & &
-1]
2 INTERSECAD 2 INTERSECAD
X=-2 =2 X=0 =2

2. No ecra de configuragdo, (SHIFT @ (SET-UP), coloca-se o cursor sobre «Ineq Type» e carrega-se
em @ (Intsect) @ Depois, no editor de fungdes:
— com o cursor sobre Y1, carrega-se em @ (TYPE) @ (CONVERT) @ PY>);
— com o cursor sobre Y2, carrega-se em @] (TYPE) @] (CONVERT) @] »y=);

— em Y3, carrega-se em @(TYPE)(D)(D)@(XZ) E] .

Para finalizar, carrega-se em (DRAW)
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8 ]
]

Fung¢ Grafr. Xz
YiR-Ix+1[+3 [-e=] T —
Y2E2 [—1 L
X35 [—] L
X4 : [—1 NI
X5: [—]1 -1

4 -2

X6 : [—]1]
SELECT] DINA13 R ERIWMODIEY(DRAW] | |

casiot]
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Tarefa 4 — Numeros do Mundial
Registaram-se as alturas e a respetiva massa corporal dos jogadores convocados para a selegdo
Nacional do Mundial de 2014, no Brasil. Obtendo-se a seguinte tabela
X 189 | 182 | 187 | 179 | 188 | 189 | 172 | 186 | 183 | 187 | 170 | 179 | 187 | 180 | 170 | 172 | 179 | 175 | 185 | 191 | 190 | 182
(cm)
Y 86 81 84 70 81 83 64 75 80 71 61 65 87 78 66 67 79 66 80 86 82 74
(kg)

A

APM

https://www.publico.pt/2014/05/19/desporto/noticia/fichas-dos-convocados-1636624

1. Utilizando o Menu Estatistica, determine, com arredondamento as centésimas, a média e o desvio
padrdo populacional relativo as alturas.
2. Ainda relativamente as alturas, represente o diagrama de extremos e quartis e indica os valores dos

quartis.

3. Represente o diagrama de dispersdo que relaciona as duas variaveis apresentadas (altura e peso) e
indique o coeficiente de correlacdo e a equacdo da reta de regressao

Proposta de resolucao:

1. No menu Estatistica, edite na List 1 os valores relativos as alturas. De seguida, em (F2J(CALC)
(F6) (SET) indique 1VarList: List1 (ou a lista onde editou os valores) 1VarFreq:1.

EEEN ERT

List 1 | Liet 2 | List 3 | List 4 1Var XList
SUB 1Var Freq
20 191 2Var XList
21 190 2Var VYlist
22 182 2Var Freq
23 [

INTR | DIST =3

De seguida, [Exg [F1) (1-VAR)
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Para representar o diagrama de extremos e quartis, (F1] (GRAPH1) e em [F6) (SET) defina o tipo de
grafico e a lista que pretende. Depois [Exg (F1) (GRAPH1)

B BadForm?) [d7c]GE] B Radornd [d7c)e*E]
statGrap l

Gra Ty :MedBox

XList :Listl )

Frequency 01 X
Outliers :0f f

Box :Black

Whisker :Black |

[Hist |MedBox[ Bar |[-Dist|Broken] & ] | I-VAR]
E] Eadormd] [dic)fasbl]
e e v Lo art)

StatGraphl

Q1 =179

2.

B Feadfemd [@ElE:H B RadFormd [d7c] (a5l

List 1 | List 2 | List 3 | List 4 StatGraphl

SUB Gra Tvpe :Scatter
20 191 86 XList tListl
21 190 §2 YList tList2
22 182 74 Frequency |
23 ] Mark Type gn|

Color Link :0Off d
GRAPH] CALC J TEST J INTR J DIST JINEE %ﬂmhnmﬂﬂﬂﬂlﬂil &1

B [RadlFornd [d7c)(axbi) E RadFormd [dFc]fa+b]
¥ LinearReg (ax+b)
; 5o a a =1.04076347
oy o "abo b =-113.59706

““D a r =0.85623731

o o rég=0,73314233
o3 o o M5Se=18.6848887
- yv=ax+b
[CGPY)[DRAW]

Para encontrar a equacgao da reta de regressao, apds ter representado o diagrama de dispersao,
faca (F1) (CALC) [F2) [F1) (ax+b). Se clicar em DRAW, desenha a reta de regressdo. Em COPY, copia
a equacado da reta obtida para o menu GRAPH.

casio+-
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Tarefa 5 — Trigonometria

1. Considere a funcdo r.v.r. f, definida no intervalo [0, 2] por:
f(t)=3t+cos (t)—sen (t)

Resolva os itens 1.1. e 1.2. recorrendo a calculadora grafica.

1.1. Existe um ponto A, pertencente ao grafico de f, cuja ordenada é igual ao declive da reta tangente
ao grafico de f nesse ponto.

Determine a abcissa de A e o valor do declive da referida reta. Apresente os valores solicitados com
aproximacao as décimas.

1.2. Considere que ftraduz o deslocamento de uma particula em funcdo do tempo, t. Sabe-se que num
intervalo [a, b], com a e b niUmeros reais, o valor da velocidade é sempre inferior ao valor da aceleragao.
Utilizando as capacidades graficas da calculadora indique os valores de a e b, com duas casas decimais.
Na sua resposta devera:

e traduzir o problema por uma condicdo;

e reproduzir num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungdo(des) visualizado(s) na calculadora que

Ihe permite(m) resolver a equacgao;
e indicar os valores de a e b solicitados.

Proposta de resolucao:

1.1. Pretende-se resolver a equagao

f(x)=f (x)
No menu GRAPH (5) escreva em Y1 a expressdo da fungao f.

Certifique-se que estd a trabalhar no modo radiano ([(sHFT) (HENU), selecione ANGLE (F2)).

B

Simul Graph :0ff 0
Derivative :0ff
Background :None
Plot/LineCol :Green
Sketch Line :Norm
Complex Mode:Rea 4

[ Deg | Rad ]| Gra |

Dado que se pretende encontrar a abcissa de um ponto do grafico de ordenada igual a derivada nesse
ponto, vamos utilizar a opcdo “derivada de uma fung¢do” para obter o gréfico da funcdo f’, funcdo

derivada de f.
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Tecle seguido de [F2)(CALC). Obtém as seguintes op¢des

El [Real
Fune Graf. ¥=

Y183x+(cos x)2-(r—1

[—1
Y4: [—1]
Y5: [—1

Y6 : [—1
alaal|DELETE] TYPE ] TOOL JRai| DI

Selecione (F1) (d/dx) e preencha como indicado na imagem:

Obtém os seguintes graficos:

Determine o ponto de intersecdo utilizando a tecla (F5) (G-SOLV) (F5) (INTSECT)

Portanto a abcissa do ponto A é, aprox. 0,3 e o valor do declive nesse ponto é, aprox. 1,8.

B
Fung¢ Graf. Y=
Y183x+ (cos x)2-(r1—1

vy, —

Y4: [—]1]
vVE - —_—
Sa1408 DELETE) TYPE | TOOL JE00 Il

]
v

1

]
v

1.2. Pretende-se resolver graficamente a condigdo
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Introduza em Y3 a segunda derivada de f, f ”, desselecione Y1 ((F1) (SELECT) para evitar sobreposi¢cdo

de muitos graficos) e obtenha os graficos das funcdes f ‘e f "

E El
Fune Graf. Y= ¥
Y1=3x+(cos x)2—(r—1

d f
YZE—(Y1)| _ [—1
dx x=x \/

1

[S2020H DELETE TYPE J TOOL JIXad Tl
Determine os pontos de interse¢do das duas funcdes (pontos onde a 12 e a 22 derivadas sdo iguais):

]
v

(17563256

~__

0,9212,1.0733) X
1

R:a=~0.93 ; bx1.75
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Tarefa 6 — Modelo para o estudo de uma populagao

O nlmero de animais num jardim zooldgico, num certo periodo de tempo, é dado, t anos apds 1 de

100
janeiro de 2000, por P(t) = P sendoa € IR, B€E IRY.

1. Que efeito tem o0 aumento de B?

Considere que a fungdo P verifica a condi¢do P'(t) = éP(t)(lOO — P(t)).

2.1.0valor de B é:
A) 0,1 B) 0,3 C)2 D) 0,8

2.2.Prove que B=0,8.
Sabendo agora que a 1 de janeiro de 2000 havia 10 animais.

3. Calcule o valor de a.
4. Foi administrado um medicamento no instante em que a variagdo do crescimento do nimero de
animais era maxima. Em que dia e ano foi administrado esse medicamento?

Proposta de resolucao: Modelo para o estudo de uma populacao

1. Utilize o (EN) Graf Dindm (6) e escreva a expressdo de P

B
Fung¢ Dinam :Y=
100
YIE———————
= 1+Ae”B*
HES
SELECT | AP AETE P I A [RECALL

Defina que o pardmetro B vai ser animado, em VAR ((F4)), desce para o B com as setas do teclado, (®,
faga SELECT((F1)), em cima aparecerd a Var Dinamica: B.
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SELECT SPEED

D1 (1+A(e” (- Bx)))
inamica:B /

DYNA

Para definir que valores vamos observar, vai a SET ((F2)) e preenche d

E Hathifed

Start:0.1
End 12
Step :0.2|

Y1=1004(1+A(e”~(-Bx)))
gefinigéo Dinamica

Pode também definir a velocidade em SPEED ((F3))

No SET UP, (MENY), em Locus, escolha On ([F1)), EXE.
Para visualizar os graficos opte por Draw((F6)). Para parar a animac3o faca

El MathiDed
Wl=1004 T \=BX]]J
B=0.9 X

e acordo com a imagem

Conclui-se que o fator B traduz-se num aumento da velocidade do crescimento desta populagdo de

animais.

2.1.D.

No (MENJ Grafico (5), em Y1 escreva a expressdo de P com os diferentes valores, das diferentes op¢des,

um de cada vez, em Y2= Elel(x)(loo —Y1(x)) e em Y3 a derivada de Y1 e constatara que com

B=0.8, verifica a condigdo dada.

B E=hDedFd [Real

Func %ﬂﬁf' 'Y=

Yl=——""7""7"FT_—— [—1
1+A -0.8x

Y25125Y1 () (100-[—1

SELECT ] (J3N=13 NRT/=P I*T TP [MODIF Y] DRAW |

B E=hDedFd [Real
Funglggaf. 'Y=

Yzaﬁn (x) (100-r—1

y4: 000000 [—1 |
[SELECT) (INA13 AT RIS [MODIF Y] DRAW]

E constate graficamente e por observacdo dos valores na tabela que sdo iguais
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B HathibedFid Real
¥

B HathiDedFid (dFc)lReal

X ¥2
18.243
2 19.822
3 15.808
4 9.8151

1.00
FORMULA) (JSN13 IERITIP( EDIT ](GPH-CON][GPH-PLT

Se preferir pode visualizar o grafico e a tabela em simultaneo, SET UP, (MENU), em Dual Screen

escolhaGtoT

Dual Screen
Simul Grap
Derivative
[(G+G J[GtoT | Off

E

Input/Output:Math
Draw Type :Connect
Ineq Type :Union
Graph Fune :0n

:G to T
:0ff
:0ff

N

B HathiDedFid [Real
Y-

d X
1 0.6451
1.8129

P4 2.6806
4.1935

2.2. Para provar analiticamente que B=0,8, deriva-se a funcdo P e iguala-se a expressao

125

LP(if)(l()() — P(t)) obtendo uma equagio, que resolve em ordem a B.

3. Sabe-se que P(0) = 10, substituindo na fun¢do P obtém-se a equacdo

100

—— = 10, por equivaléncias obtém-se & = 9.

1+a

4. Queremos saber o ponto de inflexao do grafico de P ou o0 maximo da derivada de P.

0,74653x365~ 272

Bl [EXEl:Mostrar Coordenadas

=2, 74653 . &

Assim se conclui que o medicamento foi administrado a 30 de setembro de 2002.
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Tarefa 7-Fungao por ramos

Considere a funcdo f, de dominio IR\{0} definida por
-1

. sex<0

fix) =
x In(x) sex>0
1. Represente a fungado f graficamente.
2. Seja g afuncdo, de dominio IR*, definida por g(x) = f(x) — x + In%x.

Estude a fungdo g quanto a existéncia de extremos relativos em ]0; e].

3. Considere, num referencial o.n. xOy, a representacao grafica da fungdo g. Sabe-se que:

e A é o ponto de coordenadas (2; 0);

e B é o ponto de coordenadas (5; 0);

e P é um ponto que se desloca ao longo do grafico da funcdo g.

Para cada posicao do ponto P, considere o triangulo [ABP].

Determine as abcissas dos pontos P para os quais a area do triangulo [ABP] é 1.
Apresenta os valores com arredondamento as centésimas.

Adaptado do Exame Nacional de Matematica A, 12 fase, 2013

PROPOSTA DE RESOLUGAO

1. (MENY) (5] (Grafico)

No editor de fung¢Ges, escreve-se o primeiro ramo da fun¢do fem Y1 e o segundo ramo em Y2.
X

. ~  er-1 .
Assim, em Y1, escreve-se a expressao «e4x 1», seguida de «[, 0]» e carrega-se em @

De seguida, em Y2, escreve-se «x Inx», seguido de «[0;]» e carrega-se em @

B
Funce Graf. Y=

e*-1
YlEm,[,O] [—1
Y2BEx1In x,[0,] [—]
Y4: [—1]

SR DELETE) TYPE ] TOOL JaniaaINzIay]

De seguida, pressiona-se |SHIFT [E](V-WIN) para configurar a janela de visualizacdo. Pode
escolher-se, por exemplo, a janela [-6; 6] X [-2; 2].

Por fim, no editor de fun¢des, pressiona-se (DRAW).
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Janela-V
Xmin -6

max :6 |

scale:1 I | ]
dot :0.03174603 A s e T ONA T s
Ymin —2 4l

max

INTIALJ(TRIG | TAND SQUARE

2. No editor de funcdes, escreve-se a expressio analitica da funcdo g em Y3: «x Inx — x + (Inx)2. Visto
gue a procura de extremos relativos é limitada ao intervalo ]0; e], pode acrescentar-se a restricao

«[0, e']» e, por fim, carregar em (EXE}.

E MetRadMHornd Rea B [FtRadMornd) [Real
Fung Graf Y= Fung Graf Y=

Yig-S— 4x 0,01 —1 || YIRS ot U BN

YZExln x [0,] [—]1 Y2Ex1n x [0,] [——]
len x—-x+(ln x)2,[® 1x+(ln x)2 [0,e']l
[—] [=—1]

IIIIEIH]HIIEE“[EI IIIIEI“IHIIHHIE]I

Apds tracar o grafico da funcdo g, observa-se que tem um minimo e um maximo.

Relativamente ao minimo, carrega-se em (SHIFT @(G-SOLV)@(MIN) e seleciona-se Y3

(®® @) Conclui-se que o minimo relativo é —1.

El [EXEl:Mostrar Coordenadas
: :

Y

X=1 ¥=-1

MiN

Em relagdo ao maximo relativo, é atingido para x = e. Assim, carrega-se em (SHIFT @ (G-SOLV)
™) @ (Y-CAL), seleciona-se Y3, introduz-se o valor e’ e pressiona-se . Conclui-se que

0 maximo relativo é 1.
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El [EXEl:Mostrar Coordenadas
1 -

£ I § 2 1 pLA F 9 4 5

CAL-Y

X=2.718281828 =1

3. Para comegcar, no editor de fungdes, pode desativar-se a funcao f.

Para escolher uma janela de visualizagdo mais adequada, pode recorrer-se ao Zoom BOX: [SHIFT
@](ZOOM)@(BOX) (figura 1). Coloca-se o cursor no local onde ficard o vértice superior
esquerdo do retangulo de visualizagdo (figura 2) e carrega-se em @E] A seguir, desloca-se o

cursor para baixo e para a direita (figura 3). Por fim, carrega-se em @E] (figura 4).

B B Selecione Ponto Inic lnterw
Gl
1t 1
5 4 3 = 1 1 3 4 & 5 4 5 -2 1 1 3 4 &
= -1
CAIXA
[ BOX JEMII[ N ) OUT JIAUTO) B J|x=-1.047619048 [¥Y=1.35483871
Figura 1 Figura 2
Bl Selecione Ponto Fim Interv B
4l
4l
® 4 8 = 1t 1 3 4 & L 3 1 5
b
CAI}% i
¥=5.619047619 ¥=-1.548387097
Figura 3 Figura 4

Pretende-se que a area do tridangulo [ABP] seja igual a 1.
in . . - o 2
Uma vez que a base [AB] do triangulo tem 3 unidades, é necessario que a altura seja igual a 5
. . . 2 2
Assim, procuram-se as abcissas dos pontos P tais que yp= Jouyr=—1.

Carrega-se em (SHIFT @(G-SOLV)(D)@(X-CAL) e introduz-se o primeiro valor. Para

marcar o ponto no grafico, com as respetivas coordenadas, carrega-se em @ (figura 5). Para

obter o ponto seguinte, carrega-se em ® e pressiona-se novamente @ (figura 6).
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Bl [EXEl:Mostrar Coordenadas Bl [EXEl:Mostrar Coordenadas
1 1t
--:E:(D.SlSS.D.BBBB) 0.2136.0.5666 :312.5219.0.5555)
1 s 3 1 5 I 1 7 3 1 5
-1 CAL-X i CAL=-X
¥=0.3]136969394 Y=0.6666666667 |X=2.5R1977862 ¥=0,6666666667
Figura 5 Figura 6

. 2
Seguidamente, repete-se o processo com o valor -3

El [EXEl:Mostrar Coordenadas Bl [EXEl:Mostrar Coordenadas
1 1t
- (0:3136,0.6556) - @ (2.5219,0.6566) - §(0:31360.5666) ¢ (2.5219,0.5666)
| LR S R S
----- -h0,6097/-0.668) n.mﬂ:ﬁm.ssas.—u.ees)
-t CAL=X —1r CAL=X
X=0.6p97b17954 Y=-0.6666666667 |X=1.5p1848745 ¥=-0.6666666667

Conclui-se que xp = 0,31V xp = 0,61V xp = 1,56 V xp = 2,52.

Nota: E possivel representar os quatro tridngulos que verificam a condi¢do Ajase = 1.

Primeiro, carrega-se em [SHFT) (F4) (SKETCH) (F6) (>) (F2) (LINE) (F2) (F-LINE). Uma vez que

o tipo de linha em modo Sketch é idéntico ao do grafico (continuo e verde), é preferivel
alterd-lo carregando em |SHIFT [E] (FORMAT).

B Selecione ponto inicial El Selecione ponto inicial

1:Norm P [—] 1:Black ] 5:Green
2:Thick P —] 2:Blue Il 6:Cyvan
EETFEE 7:Yellow

4:Dot A:Magenta [ &:White
B:Thin

Bl Selecione ponto inicial

Paratracar cada lado, coloca-se o cursor
1_

sobre o ponto inicial e carrega- -se em - §1(0:3136:0:6556) #(2.5218,0.6888) oy
] ¥ [l T
@. Depois, desloca-se o cursor até ao | . ,-" s :]“---.5.
onto final e pressiona-se .
P P @ 0:609F4¢1.66a8,-0.666) Linha Livre

X=4.984126984 Y=0.6056191467
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